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» Doswiadczenie losowe to czynnosé lub zestaw czynnosci, ktére
spelniaja nastepujace warunki:
» Mozna je dowolnie wiele razy powtorzyc.
» Mozna okredli¢ wszystkie mozliwe wyniki tych czynnosci i
zdefiniowaé ich zbiér
» Konkretnego wyniku nie mozna z gory przewidziec.

» Przyktady doswiadczen losowych:

> 2 rzuty moneta.
» Rzut szescienna kostka do gry.
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» Zdarzenie elementarne w to wynik doswiadczenia losowego:
» w=(R,R).
> w=>5.
> Zbiér wszystkich zdarzen elementarnych nazywamy przestrzenia
zdarzen elementarnych i oznaczamy symbolem 2.
» 0 =1{(0,0),(0,R),(R,R),(R,0)}.
» Q={1,2,3,4,5,6}.



» Zdarzenie losowe A to dowolny podzbiér zbioru wszystkich
zdarzen elementarnych €
> A={(O,R)}.
» A =1{2,4,6}.

» Dwa zdarzenia losowe A i B sie wykluczaja, jezeli ANB = (.
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» Zdarzenie elementarne sprzyjajace zdarzeniu losowemu A, to
zdarzenie elementarne, ktére nalezy do zbioru A. Gdy
A = {2,4,6}, to A sprzyjaja nastepujace zdarzenia elementarne:
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» Przez A’ = Q — A oznaczamy zdarzenie losowe przeciwne do
zdarzenia A:

» A= {<Ov0>7 <RaR>v <R’ O>}
» A’ =1{1,3,5}.



Zadanie 1

» Rzucamy trzy razy moneta.
» Napisz zbiér wszystkich wynikéw tego doswiadczenia losowego.
» Niech A oznacza zdarzenie losowe: wypadlo wigcej reszek niz ortéw.
Napisz zdarzenie A.
» Napisz zdarzenie A’.



Zadanie 2

» Losujemy bez zwracania dwie cyfry ze zbioru {1,2, 3,4} i
tworzymy z nich liczbe.
» Napisz zbidr wszystkich wynikéw tego doswiadczenia losowego.
» Niech A oznacza zdarzenie losowe: wylosowaliSmy cyfry, ktore daty
liczbe parzysta. Napisz zdarzenie A.
» Napisz zdarzenie A’.



Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

» Zalozenie: wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo
prawdopodobne .

» Prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia losowego A nazywamy
stosunek liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A

do liczby wszystkich zdarzen elementarnych:

P(A) = fq



Przyktad

» Obliczmy prawdopodobiefistwo wyrzucenia dwdch albo czterech
oczek na idealnej kostce szescienne;j:

» A ={2,4}, czyli |A| = 2.
» 0 =1{1,2,3,4,5,6}, czyli || = 6.
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Zadania 31 4

» Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7} wybieramy losowo jedna liczbe.
Oblicz prawdopodobienistwo otrzymania liczby podzielnej przez 3,
przy zatozeniu, ze prawdopodobienstwo wylosowania kazdej liczby

jest takie samo.

» Rzucamy dwa razy idealna moneta. Oblicz prawdopodobiefistwo
otrzymania:
» W obu rzutach reszki.
» Za pierwszym rzutem orla.
» W obu rzutach tego samego wyniku.



Zadania 51 6

» W Kklasie jest 10 dziewczyn. Losujemy z tej klasy ucznia.
Prawdopodobienstwo, ze bedzie to chtopiec wynosi % Ilu jest
chlopcéw w tej klasie?

» Rzucamy dwa razy idealng kostks do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo otrzymania:

v

Parzystej liczby oczek w obu rzutach.

» Parzystej liczby oczek w pierwszym rzucie.
» Sumy oczek réwnej 5.

» Roéznych liczb oczek w obu rzutach.



Zadanie 7

» W pojemniku sa kule biate i czarne. Prawdopodobienstwo
wylosowania z pojemnika jednej kuli biatej jest réwne % Jezeli
dotozymy jedna biala kule, prawdopodobienstwo wylosowania kuli
biatej wzrosnie do % Ile kul biatych a ile czarnych jest w

pojemniku?



Aksjomatyczna definicja prawdopobienstwa

» Prawdopodobienstwem nazywamy funkcje, ktéra kazdemu
zdarzeniu losowemu A C 2 przyporzadkowuje liczbe rzeczywista
P(A) tak, aby spelnione byly warunki:

» P(A) > 0.

» P(Q)=1.

» Dla dwdch dowolnych zdarzeni losowych A i B, takich ze ANB =0
zachodzi:

P(AUB) =P(A) + P(B).



Wtasnosci prawdopodobienstwa

>

P(0) =0

P(A) <1

Jedli A C B, to P(A) < P(B).
P(A)+P(A) =1
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB).
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Zadanie 8

» Niech A i B oznaczaja zdarzenia losowe, przy czym P(A) = 0.6 i
P(B) = 0.2. Wiemy, ze B C A.
» Znajdz P(AUB) i P(ANB).
» Niech A i B oznaczaja zdarzenia losowe, przy czym P(A) = %,
P(B)=1iP(AUB)=05.
» Oblicz P(A’), P(B), P(ANB) i P(A — B).



Zadanie 9

» Oblicz P(A), jezeli P(A’) = 2P(A).
» Prawdopodobienstwa zajScia zdarzenia A i A’ sa réwne.
Prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia B jest trzy razy mniejsze

niz prawdopodobiefistwo zajécia zdarzenia B’. Zdarzenia A i B sg
roztaczne. Oblicz P(A U B).



Zadanie 10

» Strzelajac do tarczy strzelec uzyskuje co najmniej 9 punktow z
prawdopodobienstwem 0.5, a co najwyzej 9 punktow z
prawdopodobienstwem 0.7.

» Oblicz prawdopodobienstwo, ze ten strzelec uzyska dokladnie 9
punktow.



Prawdopodobienstwo warunkowe

» Rzucamy idealna kostka szesScienna. Niech A = {2,4} i
B ={2,4,6}.
» Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzen A oraz B?
» Wiemy, ze zaszlo zdarzenie B. Jakie jest teraz prawdopodobienstwo,
ze zaszlo zdarzenie A?



Prawdopodobienstwo warunkowe

» Zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B definiujemy

nastepujaco:

P(A[B) = "5

» P(A|B) jest zazwyczaj rézne od P(A), gdyz informacja, ze zaszto
zdarzenie B ma wplyw na ocene prawdopodobienstwa zajscia

zdarzenia A.



Prawdopodobienstwo warunkowe

» Rzucamy idealna kostka sze$cienna. Niech A = {2,4} i
B ={2,4,6}. Wiemy, ze zaszlo zdarzenie B. Jakie jest

prawdopodobienstwo, ze zaszlo zdarzenie A?
P(ANB
P(A|B) = P55
Poniewaz ANB=A = {2,4},to P(ANB) =P(A) =2 =1.7Z
1

kolei P(B) = 2 = 1. Stad P(A|B) =
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Niezalezno$é¢ zdarzen

» Rzucamy idealna kostka szeScienna. Niech A = {2,4,6} i
B=1{1,2,3,4}.
» Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzen A oraz B?
» Wiemy, ze zaszlo zdarzenie B. Jakie jest teraz prawdopodobienstwo,
ze zaszlo zdarzenie A?
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Niezalezno$é¢ zdarzen

» Dwa zdarzenia A i B sa niezalezne, jezeli informacja o tym ze
zaszto zdarzenie losowe B, nie ma wplywu na ocene

prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A, czyli:
P(A|B) =P(A).

Poniewaz P(A|B) = Pg?g;s)’ mamy:

P(ANB
Gt = P(A).

Stad dla dwdch niezaleznych zdarzen losowych A i B otrzymujemy:

P(ANB) =P(A)-P(B).
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Préba Bernoulliego

» Nazywamy doswiadczenie losowe, w ktérym otrzymujemy jeden z
dwdéch mozliwych wynikow. Jeden z tych wynikéw nazywamy
sukcesem, a drugi porazka. Jezeli prawdopodobienstwo sukcesu
wynosi p, to prawdopodobienstwo porazki q =1 — p.

» Jako przyklad moze postuzy¢ rzut idealna moneta. Wéwczas
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Schematem Bernoulliego

» Nazywamy ciag n niezaleznych powtérzen préb Bernoulliego.
» W schemacie Bernoulliego prawdopodobienistwo uzyskania
doktadnie k sukceséw w n probach mozna obliczyé¢ ze wzoru:

Py(k) = () - p*- g7k,

n!
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Przyktad

» Rzucamy 10 razy idealna moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo
zdarzenia losowego: wypadnie doktadnie siedem ortéw?

> Sukcesem jest tu wyrzucenie orta. Poniewaz moneta jest idealna,
p=q= % Mamy 10 préb, wigc n = 10. Pytamy o prawdopodo-

bienstwo otrzymania siedmiu ortéw, czyli k = 7.

_ _n k. .n-k_ 10 17 13 _ 8910 1 1

> Po(k) = googr P4 =3 s 07 = 193 T8 s
_ 1 _ 120
Py(k) =120 1024 — 1024°



Zadanie 11

» Rzucamy idealng kostka szeScienng trzy razy. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze pie¢ oczek wypadnie doktadnie dwa razy?

» Rzucamy pie¢ razy zle wywazong moneta. Jakie jest
prawdopodobienstwo zdarzenia losowego: wypadna dokladnie dwa
orly? Prawdopodobienstwo wyrzucenia orta w jednym rzucie

wynosi 0.3.
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